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Nota: Fiecare problema este notata cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100

puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor Mihaela Berindeanu, G.M. 6-7-8/2025)
Determinati functiile f:(0,00) — (0,%) cu proprietatea ca f(x) f(y)— f (xy) = XY
Y

pentru orice x,y €(0,).

Detalii rezolvare Barem

asociat
Pentru x = y =1lobtinem f(1)* - f(1)=2 si cum f(1)>0, rezultd f(1)=2. 10p

. 1 . 1
Pentru x €(0,00) siy =1 avem 2f(x)—f(x):x+;, deci f(x)=x+;, 12.5p

functie care verifica proprietatea din enunt.

Problema 2 (autor Flavian Georgescu)

Determinati perechile (x,y) de numere reale cu x,y €[20,26] astfel incat

max {(46x-520)" " (46y - 520)"**} <2025

Detalii rezolvare Barem
asociat

(x,y)solutie= (y,x)solutie, deci putem presupune x <y .

(y=20)(y—26)<0 = y* <46y —520 = y**=* <(46y-520)"" <2025 (*) 5
Obtinem 45" <457 deci log, y <1, de unde y <x, in consecintd, x =y . 6,5p
Cum inegalitatile din () devin egalititi, obtinem (46x—520)""" =2025
Avem: (46x-520)"" =2025 < 45 =1 2 45” < log (46x-520)=2 < 8

< x* =46x-520 < x e {20,26}.
Obtinem perechile (20,20)si (26,26), care verifica.




Problema 3 (autor Alina Paraschiv )

Fie (zn )neN un sir de numere complexe nenule si @ >2 un numar real cu proprietatea ca

log, ( z, ) este numar natural, pentru orice n€ N. Fie P multimea submultimilor finite si
nevide ale lui N'si functiile /:N—>N, g:P—>C cu f(n)=log,(|z,|) si g(X)=D_z.
ieX
Aratati ca, dacd f e injectiva, atunci g e injectiva.
Detalii rezolvare Barem
asociat

Fie X,Y €P cu g(X)=g(Y).Presupunem X =Y, deci XaY =, unde
XaY=(X\Y)U(Y\X).Fie k= f(j)=max{f(i),ie Xa¥}.Din
injectivitatea lui f°, j e unic si presupunem, fard a restrange generalitatea, ca
j € X . Dupa eventuala reducere a termenilor cu indicii in X Y, egalitatea

g(X)=g(Y) devine z = Sz > oz (¥) Tp

ier\x ie(X\Y)\j}

(D.z,=0,daca T =)

ieT

Daci (XaY)\{j} =@, atunci z, =0, fals. Daca (XaY)\{,/} #J, atuncik 21,

Zzl. Z z| s Z |Zi| P

si din (*) obtinem ‘zv <
N STy (XN} ie(Xar N}

+

Din injectivitatea lui fsi a>2 rezulti ¢* <l+a+a’*+..a"" =

fals, deci X =7 si g e injectiva.

Problema 4 (autor Flavian Georgescu)

Determinati numerele complexe a,b,c,d care au, simultan, proprietatile:
|a| :|b|=|c| :|d|=1, a+b+ct+d=23 si @’ +b+c+d’=0.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Cum cele patru numere au toate modulul egal cu 1 si @’ +5b° = (—c)3 +(—d )3 ,

rezultd ca a’,b’, (—c)3 si (—d )3 sunt afixele varfurilor unui dreptunghi (eventual Sp
degenerat) inscris in cercul unitate.

Dupi o eventuald redenumire, rezultd a’ =—b’si ¢’ =—d’ . Dacid a =—b obtinem
233 =|c+d|<|c|+|d| =2 fals, deci a b si, analog, ¢ % —d . P




Dupa o eventuald redenumire, rezultd a =bs si c=de,unde € = 1+;\/§ . Atunci ¢
23 =bs+b+ds+d=(1+5)(b+d),deci b+d =~3~i '
Cum |p+d|=N3~i|=2=[p|+|d| si |b|=|d|=1, obtinem b=d= J§2—i

consecintd, a =c = \/52” . "
Deci doua dintre numere sunt egale cu i si doud sunt egale cu — 0,5p




